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Correspondance entre evenement et ensemble 


Les operations logiques sur les evenements : ”et”, ”ou”, ’’negation” se 
traduisent pardes operations ensemblistes : intersection, reunion, passage 
au complementaire. Voici un tableau de correspondance entre les deux 
langages. 
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Q WAgT, AgT 

Q Pour toute suite {A n ) neN d’elements de T, u ^iA n g T 




Probability 


Definition 


Soit D un ensemble fondamental et T une tribu d’evenements de D. On 
appelle probability sur (Q,T) toute application IP de T dans [0, 1] verifiant : 

(') P(n)» 1 

(ii) Pour tout ensemble denombrable d’evenements deux a deux disjoints 
(incompatibles) : 

IP(U^An) = f; P{A„) 

n= 1 

Le triplet (D,T, P) s’appelle espace probabilise. 
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Probability sur ft fini 


Pour ft fini ou denombrable, on convient de choisir T = P(Q) 
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VA € P(ft), 


IP(A) = 


CardA 

CardPl 


Done, 




Probability sur ft fini 


Exemple 

On jette deux des equilibres de deux couleurs differentes et on note leurs 
faces superieures. Soit A k I’evenement ”la somme des deux des est egales a 
k”. Calculer la probabilite de I’evenement A k pour chaque valeur possible de 
k. 



Probability sur ft infini denombrable 


Proposition 


Soit (ft,T) un espace probabilisable avec ft = {x/, / g N} un ensemble infini 
denombrable (x,- 7^ x y -, pour i ^ j ) . Alors, il existe une probability IP sur (ft,T) 
telle que p,- = /P({x,}), si et seulement si les nombres p,- verifient : 

O pi > 0 pour tout /, 
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Proposition 


Soit (ft,T) un espace probabilisable avec ft = {x/, / g N} un ensemble infini 
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O La serie de terme general p, converge et sa somme est egale a 1 . 



Probability sur ft infini denombrable 


Proposition 


Soit (ft,T) un espace probabilisable avec ft = (x,-, / g N} un ensemble infini 
denombrable (x,- 7^ x y -. pour i ^ j ) . Alors, il existe une probability IP sur (ft,T) 
telle que p,- = /P({x ( }), si et seulement si les nombres p, verifient : 

O pi > 0 pour tout /, 

O La serie de terme general p, converge et sa somme est egale a 1 . 


Exemple 

On considere £ I’experience aleatoire suivante : ”On joue a Pile ou Face 
jusqu’a obtenir Pile”. Quels sont les resultats possibles de cette experience? 
Soit I’application IP qui fait correspondre a chaque evenement elementaire 
{w n } le nombre ^ . Montrer que Ton a defini une probability sur I’espace 
(ft, T) associe a I’experience aleatoire £ 




Principe de multiplication 


Lorsqu’un evenement est la conjugaison de n etapes presentant 
respectivement n-\ ,n 2 , , n n possibles, le nombre total de possibilites 

correspond au produit n-i x n 2 x ... x n n 
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Application 

Une association de consommateurs note un produit selon 3 criteres : 

- Facilite d’utilisation (F) : Bonne (FI), Moyenne (F2), Mauvaise (F3). 
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Principe de multiplication 


Application 

Une association de consommateurs note un produit selon 3 criteres : 

- Facilite d’utilisation (F) : Bonne (FI), Moyenne (F2), Mauvaise (F3). 

- Prix (P) : Cher (PI), Pas cher (P2). 

- Cout de maintenance (C) : Cher (Cl), Moyen (C2), pas cher (C3). 
Combien y a t-il de possibles de classement pour un produit? 

Application^ 

On a un code a 4 caracteres issus de la grille suivante : 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

A 

0 

B 


Combien de codes peut-on former? 

Si le code est compose d’une lettre suivie de 3 chiffres. Combien y-t-il de 
codes possibles? 


P-listes 


Definition 


Une p-liste est une collection de p objets pris successivement et avec remise 
parmi n objets en tenant compte de I’ordre d’apparition, 

Le nombre de listes a p elements est n p 
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P-listes 


Definition 


Une p-liste est une collection de p objets pris successivement et avec remise 
parmi n objets en tenant compte de I’ordre d’apparition, 

Le nombre de listes a p elements est n p 


Exemple 

Une urne contient 8 boules numerotees de 1 a 8. On en tire successivement 
5, en notant apres chaque tirage le numero obtenu puis en remettant la boule 
tiree dans I’urne avant le tirage suivant. Combien y-t-il de possibles ? 



Arrangements 


Un arrangement est une collection de p objets pris successivement et sans 
remise parmi n objets en tenant compte de I’ordre d’apparition. 

Le nombre d’arrangements de p elements distincts choisis parmi n est 

An = n.(n— 1).(n- 2) (n-p+1)= 


Arrangements 


Un arrangement est une collection de p objets pris successivement et sans 
remise parmi n objets en tenant compte de I’ordre d’apparition. 

Le nombre d’arrangements de p elements distincts choisis parmi n est 

An = n.(n— 1).(n- 2) (n-p+1)= 
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Arrangements 


Un arrangement est une collection de p objets pris successivement et sans 
remise parmi n objets en tenant compte de I’ordre d’apparition. 

Le nombre d’arrangements de p elements distincts choisis parmi n est 

An = n.(n— 1).(n- 2) (/? — p + 1) = ■ — p)i 


Exemple 

on a 5 puces electroniques distincts mais interchangeables. De combien de 
manieres peut-on les aligner? 
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Definition 
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Le nombre de permutations de n objets est n\ 



Permutations 


Definition 


Tout classement ordonne de n elements distincts est une permutation de ces 
elements. 

Le nombre de permutations de n objets est n\ 


Exemple 



Permutations 


Definition 


Tout classement ordonne de n elements distincts est une permutation de ces 
elements. 

Le nombre de permutations de n objets est n\ 


Exemple 

De combien de maniere peut-on classer 4 individus ? 



Permutations avec repetition 


Le nombre de permutations que Ton peut constituer si certains des elements 
sont identiques est plus petit si tous les elements sont distincts. 

Lorsque seuls k elements sont distincts (k < ri), chacun d’eux apparaissant 
n-i , n 2 , . . . , n k fois, avec n-\ + n 2 + h n k = n et n/ > 1 , on a : 


Pn{*h, n 2 ,...,n k ) = 


n\ 


Permutations avec repetition 


Le nombre de permutations que Ton peut constituer si certains des elements 
sont identiques est plus petit si tous les elements sont distincts. 

Lorsque seuls k elements sont distincts (k < ri), chacun d’eux apparaissant 
n-i , n 2 , . . ■ , n k fois, avec n-\ + n 2 + h n k = n et n/ > 1 , on a : 


Pn{fh, n 2 ,...,n k ) = 


n\ 
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Permutations avec repetition 


Le nombre de permutations que Ton peut constituer si certains des elements 
sont identiques est plus petit si tous les elements sont distincts. 

Lorsque seuls k elements sont distincts (k < ri), chacun d’eux apparaissant 
n-i , n 2 , . . ■ , n k fois, avec n-\ + n 2 + h n k = n et n/ > 1 , on a : 


Pn{fh, n 2 ,...,n k ) = 


n\ 


Exemple 

Une urne contient 3 boules rouges identiques et 6 boules noires identiques. 


Permutations avec repetition 


Le nombre de permutations que Ton peut constituer si certains des elements 
sont identiques est plus petit si tous les elements sont distincts. 

Lorsque seuls k elements sont distincts (k < ri), chacun d’eux apparaissant 
n-i , n 2 , . . ■ , n k fois, avec n-\ + n 2 + h n k = n et n/ > 1 , on a : 


Pn{fh, n 2 ,...,n k ) = 


n\ 


Exemple 

Une urne contient 3 boules rouges identiques et 6 boules noires identiques. 
De combien de fagons peut-on choisir les 9 boules? 


Combinaisons 


assn 

Une combinaison est collection de p objets pris simultanement parmi n, done 
sans tenir compte de I’ordre d’apparition. 

Le nombre de combinaisons de p elements choisis parmi n est : 


Combinaisons 


assn 

Une combinaison est collection de p objets pris simultanement parmi n, done 
sans tenir compte de I’ordre d’apparition. 

Le nombre de combinaisons de p elements choisis parmi n est : 
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Combinaisons 


assn 

Une combinaison est collection de p objets pris simultanement parmi n, done 
sans tenir compte de I’ordre d’apparition. 

Le nombre de combinaisons de p elements choisis parmi n est : 


pl(n-p)! 


Exemple 

De combien de fagons peut-on choisir 3 assistants de laboratoire parmi 20 
pour assister dans une experience ? 


Combinaisons 
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o c 0 n = c n n = ^ 
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Q C p = C p _^ + C p z] (triangle de Pascal) 
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Q (a + b) n = Y!i=o C'na'bH-' (formule de binome) 


Combinaisons 


o c 0 n = c n n = ^ 

Q C% = Cn~ p (complementaire) 

Q C p = C p _^ + C p z] (triangle de Pascal) 

O A P n =p\C P n 

Q (a + b) n = Y!i=o C'na'bH-' (formule de binome) 


Combinaisons 


O C° n = c n n = 1 

Q C% = Cn~ p (complementaire) 

Q C p = C p _^ + C p z] (triangle de Pascal) 

O A P n =p\C P n 

Q (a + b) n = Y!i=o C'na'bH-' (formule de binome) 

En raison de la derniere propriete, le nombre C' n s’appelle coefficient binomial. 


Probability conditionnelle 


Probleme 

Comment doit-on modifier la probability que Ton attribue a un evenement 
lorsque I’on dispose d’une information supplementaire ? 



Probability conditionnelle 


Probleme 

Comment doit-on modifier la probability que Ton attribue a un evenement 
lorsque I’on dispose d’une information supplementaire ? 

Exemple 

Une population est formee de 40% d’hommes et de 60% de femmes. On sait 
que le pourcentage de fumeurs parmi les hommes est 50%, et parmi les 
femmes, de 30%. Quelle est la probability qu’un homme choisi au hasard soit 
fumeur? 



Probability conditionnelle 


Soit IP) un espace probabilise, B un evenement dont la probabilite est 
non nulle. Soit A un evenement, on appelle probabilite de A sachant B, et on 
note IP{A\B), le nombre defini par 


IP{A\B) = 


tP{A n B) 
IP(B) 



Probability conditionnelle 


Soit IP) un espace probabilise, B un evenement dont la probabilite est 
non nulle. Soit A un evenement, on appelle probabilite de A sachant B, et on 
note IP{A\B), le nombre defini par 


IP(A\B) = 


IP(A n B) 
IP(B) 


N. B : L’ecriture A\B ne designe pas un nouvel evenement different de A II 
serait plus correct d’ecrire IP B (A) que P(A\B). Neanmoins,on conservera 
cette derniere notation pour des raisons typographiques : IP{A\B-\ n B 2 n B 3 ) 
est plus lisible que IPB^n^n^A) 



Probability conditionnelle 

Proposition 


[.’application IP B : T ->• [0, 1], definie par 

\/A e T, /P B (/\) = P{A\B) 

est une probability appelee probability conditionnelle de A sachant B. 
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Remarque : Ce qui fait I’interet du concept de probabilite conditionnelle, c’est 
qu’il est souvent plus facile d’attribuer directement une valeur a !P{A\B) en 
tenant compte des conditions experimentales (liees a I’information B) et d’en 
deduire ensuite la valeur de IP(A n 6) 




Probability conditionnelle 


Proposition 


[.’application IP B :T [0, 1], definie par 

\/A e T, /P B (4) = P(4|B) 

est une probabilite appelee probability conditionnelle de A sachant B. 


Remarque : Ce qui fait I’interet du concept de probabilite conditionnelle, c’est 
qu’il est souvent plus facile d’attribuer directement une valeur a !P{A\B) en 
tenant compte des conditions experimentales (liees a I’information B) et d’en 
deduire ensuite la valeur de IP(A n 6) 

Exemple 

Une urne contient r boules rouges et v boules vertes. On en tire deux I’une 
apres I’autre, sans remise. Quelle est la probabilite d’obtenir deux boules 
rouges ? 




Probability conditionnelle 


L’application IP B verifie : 

O L’application /P(0|B) = 0, et si A d B, IP(A\B) = 1. 
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O Pour tout AeT, IP{A C \B) = 1 - IP{A\B). 



Probability conditionnelle 


L’application IP B verifie : 

Q L’application P(0|B) = 0, et si A d B, IP(A\B) = 1. 
O Si les Aj sont deux a deux disjoints : 

p(u? =1 A,|e) = £p(A|e) 


O Pour tout AeT, IP(A C \B) = 1 - IP{A\B). 

O Pour tout A, D e T, si A c D, IP(A\B) < IP{D\B). 



Probability conditionnelle 


L’application IP B verifie : 

Q L’application P(0|B) = 0, et si A d B, IP(A\B) = 1. 
O Si les Aj sont deux a deux disjoints : 

p(u? =1 A,|e) = £p(A|e) 


O Pour tout AgT, IP{A c \B) = 1 - IP{A\B). 

O Pour tout A, D e T, si A c D, IP(A\B) < IP{D\B). 

Q Pour tout A, DgT, 

!P(A U D|B) = IP(A\B) + P(D|B) - IP(A n D|B) 



Formule de probability composees 


Proposition 


Soient n evenements Ai, . . . , A n tels que P(A-\ n A 2 n • • • n A„) 7 ^ 0. Alors : 
IP{Ai r\A 2 n- ■ -n A„) = P{A^P{A 2 \A^)P{A 3 \A 2 nA^) . . . P{A n \Ai(lA 2 n ■ ■ -nA,_i) 




Formule de probability composees 


Proposition 


Soient n evenements Ai, . . . , A n tels que P(A-\ n A 2 n • • • n A„) 7^ 0. Alors : 


lP(Ai nA 2 n- ■ -nAi) = P(A^P(A 2 \Ai)P(A 3 \A 2 nA,). . . P{A n \A,nA 2 n- ■ -nA,_i) 


Exemple 

Une urne contient initialement 7 boules noires et 3 boules blanches. On tire 
successivement 3 boules : si on tire une noire, on I’enleve, si on tire une 
blanche, on la retire, et on ajoute une noire a la place. Quelle est la probability 
de tirer 3 blanches a la suite ? 




Formule de probability totales 


Definition 


Un systeme complet d’evenements (ou une partition) est une famille 
d’evenements (A)/e/ (/ c A/) qui sont incompatibles deux a deux et dont la 
reunion est I’ensemble Q, c’est-a-dire 

A, ^ 0, V/ ^ j, et u /e/ A, = D 








Formule de probability totales 


Exemple 

Une population est formee de 40% d’hommes et de 60% de femmes. On sait 
que le pourcentage de fumeurs parmi les hommes est 50%, et parmi les 
femmes, de 30%. Si on choisi un individu au hasard, 

Q Quelle est la probability de choisir un fumeur? 



Formule de probability totales 


Exemple 

Une population est formee de 40% d’hommes et de 60% de femmes. On sait 
que le pourcentage de fumeurs parmi les hommes est 50%, et parmi les 
femmes, de 30%. Si on choisi un individu au hasard, 

Q Quelle est la probability de choisir un fumeur? 


Formule de Bayes 


Soit B un evenement de probability non nulle. Si les evenements 

A, (1 < / < n ) forment une partition de ft et aucun /P(A) n’est nul, on a tout 

j = 1 , ■ • ■ , n : 

P(B\Aj)P(Ai) 


P{Aj\B) = 


E; 6/ F(A)/P(e|A) 




Formule de probability totales 


Exemple 

Une population est formee de 40% d’hommes et de 60% de femmes. On sait 
que le pourcentage de fumeurs parmi les hommes est 50%, et parmi les 
femmes, de 30%. Si on choisi un individu au hasard, 

O Quelle est la probability de choisir un fumeur? 

O Quelle est la probability qu’il soit un homme, sachant qu’il est fumeur? 


Formule de Bayes 


Soit B un evenement de probability non nulle. Si les evenements 

A, (1 < / < n ) forment une partition de ft et aucun /P(A) n’est nul, on a tout 

j=1,...,n: 

P(B|A)P(A) 


P{Aj\B) = 


E; 6/ F(A)/P(e|A) 




Independance d’evenements 


Definition 


Deux evenements A et B d’un espace probabilise sont dits independants 
lorsque : 

IP {A n B) = IP(A)IP(B) 
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Deux evenements A et B d’un espace probabilise sont dits independants 
lorsque : 

IP {A nfl) = IP(A)IP(B) 


Si A et B sont des evenements de probability non nulle, les trois egalites 
suivantes sont equivalentes : 

Q IP(AnB) = IP(A)IP(B) 





Independance d’evenements 


Definition 


Deux evenements A et B d’un espace probabilise sont dits independants 
lorsque : 

IP {A n B) = IP(A)IP(B) 


Proposition 


Si A et B sont des evenements de probability non nulle, les trois egalites 
suivantes sont equivalentes : 

Q IP(AnB) = IP(A)IP(B) 

O IP(A\B) = IP(A) 





Independance d’evenements 


Definition 


Deux evenements A et B d’un espace probabilise sont dits independants 
lorsque : 

IP {A n B) = IP(A)IP(B) 


Proposition 


Si A et B sont des evenements de probability non nulle, les trois egalites 
suivantes sont equivalentes : 

Q IP(AnB) = IP(A)IP(B) 

Q IP(A\B) = IP(A) 

O IP(B\A) = IP(B) 





Independance d’evenements 


Exemple 

On jette deux fois le meme de. Les evenements 
A =” obtention d’un chiffre pair au premier lancer” 
B=”obtention du 1 au deuxieme lancer” 
sont independants. 
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A =” obtention d’un chiffre pair au premier lancer” 

B=”obtention du 1 au deuxieme lancer” 
sont independants. 

Remarques 

O Si A est un evenement tel que IP(A) = 0 ou IP(A) = 1 , alors il est 
independant de tout evenement, y compris de lui meme. 



Independance d’evenements 


Exemple 

On jette deux fois le meme de. Les evenements 
A =” obtention d’un chiffre pair au premier lancer” 

B=”obtention du 1 au deuxieme lancer” 
sont independants. 

Remarques 

O Si A est un evenement tel que IP(A) = 0 ou IP(A) = 1 , alors il est 
independant de tout evenement, y compris de lui meme. 

O Deux evenements incompatibles A et B avec P(A) > 0 ou P(B) > 0 ne 
sont jamais independants. 



Independance d’evenements 


Trois evenements A , B, C sont dits mutuellement independants (ou 
independants dans leur ensemble) lorsqu’ils verifient les quatre conditions : 



Independance d’evenements 


ehhh 

Trois evenements A , B, C sont dits mutuellement independants (ou 
independants dans leur ensemble) lorsqu’ils verifient les quatre conditions : 
O !P{AC\B) = IP(A)IP(B) 



Independance d’evenements 


Trois evenements A , B, C sont dits mutuellement independants (ou 
independants dans leur ensemble) lorsqu’ils verifient les quatre conditions : 
O P{AnB) = P(A)P(B) 

Q P(finC) = P(B)P(C) 



Independance d’evenements 


Trois evenements A , B, C sont dits mutuellement independants (ou 
independants dans leur ensemble) lorsqu’ils verifient les quatre conditions : 
O P(A n B) = IP(A)IP(B) 

O IP{B<lC) = IP{B)P(C) 

O P(CnA) = P(C)P(A) 



Independance d’evenements 


Trois evenements A , B, C sont dits mutuellement independants (ou 
independants dans leur ensemble) lorsqu’ils verifient les quatre conditions : 
O P(A n B) = IP(A)IP(B) 

O IP{BnC) = IP{B)P(C) 

Q P(CnA) = P{C)P{A) 
o P(A n B n C) = P(A)P(B)P(C) 



